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Об одном обобщении системы МакЭлиса

Кабатянский Г.А., Крук Е.А.

Сколтех, НИУ Высшая Школа Экономики, г. Москва
G.Kabatyansky@skoltech.ru, ekrouk@hse.ru

В данной работе мы подводим промежуточный итог исследований, по-
священных обобщению классической криптосистемы МакЭлиса [1], когда
случайная ошибка в системе МакЭлиса также подвергается линейному пре-
образованию.

В математической модели криптографии с открытым ключом присут-
ствуют три участника: Алиса, Боб и Ева. Алиса выбирает некоторую спе-
циальную k × n матрицу G, которую она держит в секрете, и помещает
в открытый доступ k × n матрицу Gpub = SGP , где k × k невырожден-
ная матрицa S выбрана случайно, а n× n матрица P - случайная матрица
перестановки. Матрицы S и P также держатся в секрете.

Боб, чтобы передать Алисе некоторое k-битное сообщение m ∈ {0, 1}k,
посылает ей вектор

y = mGpub + e, (1)

где вектор (ошибки) e выбран Бобом случайно из двоичных n-мерных век-
торов, в которых ровно t единиц. Предполагается, что злоумышленник Ева
знает посланный вектор y и хочет найти по нему сообщение m.

Специальность матрицы G состоит в том, что в k-мерном подпростран-
стве CG, порожденном ее строками, любые два различных вектора c и c′

находятся на расстоянии Хэмминга dH(c, c′) > 2t, где расстояние Хэмминга
определяется как

dH(c, c′) = |{i : ci 6= c′i}|.

Равносильно это означает, что шары радиуса t в метрике Хэмминга с цен-
трами в точках CG не пересекаются, т.е. для любого y уравнение

y = c + e (2)

имеет не более одного решения такого, что c ∈ C и вес Хэмминга

wt(e) := dH(c,0) = |{i : ci = 1}| ≤ t.

Такое подпространство называется линейным (n, k)-кодом, исправляющим
t ошибок, а матрица G. называется порождающей матрицей кода.

Наряду с порождающей матрицейG используется и (n−k)×n матрицаH
ранга n−k, называемая проверочной, определяемая уравнением G×HT=0.
Тогда уравнение (2) можно заменить на эквивалентную систему из n − k
линейных уравнений с n неизвестными e1, . . . , en

s = HeT , (3)
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где s = HyT и ищется решение e такое, что его вес Хэмминга не более t.
Кроме свойства исправления t ошибок нужно, чтобы для кода CG су-

ществовал эффективный, т.е. полиномиальной по n сложности, алгоритм
решения уравнения (2) или (3), называемый алгоритмом исправления оши-
бок, или алгоритмом декодирования.

Стойкость системы МакЭлиса основывается на предположении, что най-
ти решение системы c вектором e таким, что wt(e) ≤ t - вычислительно
сложная задача. Известно, что более сложная задача - найти решение (3) с
минимальным весом Хэмминга вектора e, является NP-трудной.

Система МакЭдиса стала одним из победителей конкурса NIST по выбо-
ру систем с открытм ключом, устойчивых к атакам с помощью квантового
компьютера (так называемые пост-квантовые системы). За почти 50 лет
был предложен ряд модификаций этой системы, см. обзор [2], но все они
оставляли уравнение (2) неизменным. В [3] было предложено следующее
обобщение

y = mGpub + eEpub, (4)

где вектор e также подвергается линейному преобразованию с помощью
публичной матрицы Epub. Несмотря на то, что были предложены различ-
ные варианты выбора матрицы Epub, см. [4] и литературу в ней, но все они
в итоге, см. [5], [4], оказались в лучшем случае эквивалентны системе Мак-
Элиса. Две системы называются эквивалентными, если успешная атака на
одну систему может быть за полиномиальное от n время трансформирована
в атаку на другую систему.

Открытый вопрос - существуют ли матрицы Epub такие, что система,
задаваемая (4), более стойкая чем система МакЭлиса.

Литература
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2025.
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Ветвящиеся процессы в случайной среде

Ватутин В. А.

Математический институт им. В.А.Стеклова РАН, г. Москва
vatutin@mi-ras.ru

Первые математические модели ветвящихся процессов появились в се-
редине 19 века в связи с попытками объяснить причины вырождения коро-
левских фамилий. Простейшая модель ветвящиихся процессов описывает
развитие однополой популяции и выглядит следующим образом. Популя-
ция стартует в нулевом поколении с одного индивидуума Z(0) = 1, и если
известен размер популяции Z(n) в поколении n = 0, 1, 2, ..., то число инди-
видуумов Z(n+ 1) в популяции момент n+ 1 вычисляется по формуле

Z(n+ 1) =

Z(n)∑
i=1

ξi(n), (1)

где ξi(n), n = 0, 1, ...; i = 1, 2, ..., Z(n) – независимые одинаково распреде-
ленные случайные величины, интерпретируемые как размеры потомства
частиц предыдущего поколения. Закон распределения количества потом-
ков индивидуума любого поколения описывается производящей функцией

f(s) =

∞∑
k=1

P(ξi(n) = k)sk, n = 0, 1, ...; i = 1, 2, ....

Эта модель имеет огромное число применений в физике, биологии, демогра-
фии и других науках, но не всегда адекватно описывает суть происходящих
явлений.

Более сложная модель - ветвящиеся процессы в меняющейся среде, где
размер популяции поуляции в следующем поколении также вычисляется
по формуле (1), но теперь закон распределения численности потомства ин-
дивидуума зависит от номере n поколения, к которому этот индивидуум
принадлежит, и описывается производящей функцией

fn(s) =

∞∑
k=1

P(ξi(n) = k)sk, n = 0, 1, ...; i = 1, 2, ....

Еще одной моделью ветвящихся процессов являются ветвящиеся про-
цессы в случайной среде. В таких процессах сначала разыгрывается после-
довательность случайных производящих функций (законов распределения
числа потомков индивидуумов)

f0(s), f1(s), ...fn(s), ...,

а затем, в соответствии с этими законами распределения, запускается вет-
вящийся процесс в меняющейся среде.
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Пример.

fn(s) =
qn

1− pns
=

∞∑
k=1

P(ξi(n) = k)sk, n = 0, 1, ...; i = 1, 2, ...,

где параметры qn, pn неотрицательны, qn + pn = 1 и, скажем, последова-
тельность p0, p1, ..., pn, ... – это последовательность независимых случайных
величин, имеющих равномерное распределение на интервале (0,1).

Свойствам ветвящихся процессов такого рода и будет посвящен доклад,
в котором строгие формулировки будут сочетаться с неформальными рас-
суждениями. Для понимания сути излагаемого материала никаких специ-
альных знаний от слушателей не потребуется.

Благодарности. Исследование выполнено за счет гранта Российского
научного фонда N 24-11-00037, https://rscf.ru/ru/project/24-11-00037/

Литература

1. Ватутин В.А., Дьяконова Е. Е. Размер популяции критического вет-
вящегося процесса, эволюционирующего в неблагоприятной среде. Теория
вероятн. и ее примен., 68:3 (2023), 509–531.

2. Ватутин В.А., Дьяконова Е. Е. Редуцированные критические вет-
вящиеся процессы в неблагоприятной случайной среде. Труды МИАН, 330
(2025), 424–455.

3. Kersting G., Vatutin V. Discrete time branching processes in random
environment. Wiley, USA, 2017.

Критические ветвящиеся процессы
в экстремально неблагоприятной

случайной среде

Дьяконова Е. Е., Ватутин В. А.

Математический институт им. В.А. Стеклова РАН, г. Москва
elena@mi-ras.ru, vatutin@mi-ras.ru

Пусть F = {f} – пространство всех вероятностных производящих функ-
ций f(z) =

∑∞
k=0 f({k})zk, z ∈ [0, 1], на множестве неотрицательных целых

чисел, оснащенное равномерной метрикой. Пусть F (z)– случайная величи-
на, принимающая значения в пространстве F , и пусть Fn(z), n = 0, 1, 2, ...,
– последовательность независимых копий случайной функции F (z).

Назовем последовательность E = {Fn, n = 0, 1, 2, ..., } случайной средой.
Последовательность неотрицательных целочисленных случайных вели-

чин {Z0, Z1, Z2, ...}, заданных на некотором вероятностном пространстве
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(Ω,F ,P), называется ветвящимся процессом в случайной среде (ВПСС),
если Z0 = 1 и

Zn+1 =

Zn∑
j=1

ξnj , n = 0, 1, 2, ...,

где при фиксации случайной среды E = {Fn, n = 0, 1, 2, ..., } случайные вели-
чины ξn1, ξn2, . . . независимы и имеют одно и то же распределение, порожда-
емое производящей функцией Fn. ПустьX = logF ′(1) иXi = logF ′i−1(1), i =
1, 2, .... Последовательность

S0 = 0, Sn = X1 + ...+Xn, n ≥ 1,

называется сопровождающим случайным блужданием для ветвящегося про-
цесса в случайной среде.

Далее мы считаем, что выполняются следующие условия.
Условие B1. EX = 0, DX ∈ (0,∞).
Условие B2. Существует ε > 0 такое, что

E
(

log+ F ′′(1)

(F ′(1))
2

)2+ε

<∞.

Условие B1 означает, что мы рассматриваем критический ВПСС. Из-
вестно, что если при n → ∞ функция ϕ(n) → ∞ так, что ϕ(n) = o(

√
n),

то

P (Zn > 0, Sn ≤ ϕ(n)) = P (Sn ≤ ϕ(n)|Zn > 0)P (Zn > 0) = o (P (Zn > 0)) .

Поэтому естественно называть случайную среду, подчиняющуюся ограни-
чению Sn = o(

√
n), неблагоприятной, а среду, подчиняющуюся условию

Sn ≤ K для некоторой константы K, – экстремально неблагоприятной.
В работе [1] было показано, что если выполнены условия B1 и B2, а

среда экстремально неблагоприятна, то

P (Zn > 0, Sn ≤ K) ∼ c (K)n−3/2, n→∞,

где константа c(K) ∈ (0,∞).
В данном докладе, основанном на статье [2], мы опишем свойства тра-

екторий процесса {Zm, 0 ≤ m ≤ n} при условии {Zn > 0, Sn ≤ K} и n→∞.

Теорема 1. Пусть выполнены условия B1 и B2. Тогда при n→∞ услов-
ные законы распределения L(Zn|Zn > 0, Sn ≤ K), n ≥ 1, слабо сходятся к
дискретному собственному вероятностному распределению.

Для натуральных m ≥ 2k положим

Y k,m(t) := exp
{
−Sk+b(m−2k)tc

}
Zk+b(m−2k)tc

и введем процесс Yk,m = {Y k,m(t), t ∈ [0, 1]}, описывающий траекторию
отнормированного процесса размера популяции в ВПСС в промежутке меж-
ду поколениями k и m− k.
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Теорема 2. Если выполнены условия B1 и B2, то для любого θ ∈ (0, 1/2)

L(Yθn,n|Zn > 0, Sn ≤ K)⇒ L(W (t), t ∈ [0, 1]), n→∞,

где предельный процесс W = {W (t), t ∈ [0, 1]} является случайным процес-
сом с почти наверное постоянными траекториями, т.е.

P(W (t) = Wдля всех t ∈ [0, 1]) = 1

для некоторой случайной величины W . Более того,

P (0 < W <∞) = 1.

Здесь символ =⇒ означает сходимость по распределению в пространстве
D[0, 1] функций, имеющих пределы слева и непрерывных справа, снабжен-
ном топологией Скорохода.

Благодарности. Исследование выполнено за счет гранта Российского
научного фонда N 24-11-00037 https://rscf.ru/ru/project/24-11-00037/
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О времени вырождения дважды критических
ветвящихся процессов с частицами двух полов

с большим начальным числом частиц

Маркина А. Ю., Шкляев А. В.

Отдел аналитики Т-Банк, Московский государственный университет
им. М.В. Ломоносова, г. Москва

annmarkena@gmail.com, alexander.shklyaev@math.msu.ru

Ветвящиеся процессы с частицами двух полов впервые были введены
Д.Дж. Дэйли в работе [1]. Пусть (Fn,i,Mn,i), i > 0 – независимые одинако-
во распределенные целочиселенные неотрицательные случайные векторы
с двумерным распределением Q. Будем использовать общее обозначение
(F,M) для векторов с тем же распределением. Определим ветвящийся про-
цесс с частицами двух полов (ДВП) {Nn, n > 0} следующим образом: в на-
чальный момент количество парN0 предполагается равным фиксированной
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константе N , в каждом следующем поколении количество пар определяется
соотношением

Nn+1 = L

(
Nn∑
i=1

Fn,i,

Nn∑
i=1

Mn,i

)
.

Здесь функция L — некоторая функция, которая называется функцией па-
росочетаний и определяет количество пар, которые образуют заданное чис-
ло мужских и женских особей. Одной из наиболее естественных такого рода
функций является L(x, y) = min(x, y), соответствующая моногамному пове-
дению – делению особей на разнополые пары. Соответствующий процесс
называется ДВП с идеальной верностью.

Мы рассматриваем ДВП с идеальной верностью, причем предполага-
ем, что EF1,1 = EM1,1 = 1. Такие процессы назовем дважды критиче-
скими. В настоящей работе рассматривается задача о вымирании боль-
шой популяции ДВП, то есть случай N → ∞. Рассмотрим время гибели
TN = min{n : Nn = 0}. Для классического ветвящегося процесса предель-
ная теорема для времени гибели популяции была получена Дж. Ламперти
в работе [2] в критическом и докритическом случаях. Для ДВП в докри-
тическом случае аналогичные результаты были получены М. Абдюшевым
в недавно вышедшей работе [3]. В критическом случае подобный результат
известен для ДВП в случайной среде (см. работу [4]). Однако, рассматри-
ваемая нами ситуация значительно сложнее. Удалось получить закон боль-
ших чисел и центральную предельную теорему для времени вырождения
процесса.

Теорема 1. Пусть DF = σ2
F , DM = σ2

M , cov(F,M) = ρ. Положим

m :=

√
σ2
F + σ2

M − 2ρ√
2π

.

Предположим, что EF 2+δ <∞, EM2+δ <∞ при некотором положитель-
ном δ. Тогда

TN√
N

P→ 2

m
, N →∞.

Теорема 2. Пусть DF = σ2
F , DM = σ2

M , cov(F,M) = ρ. Положим

m :=

√
σ2
F + σ2

M − 2ρ√
2π

.

Предположим, что EF 5/2+δ < ∞, EM5/2+δ < ∞ при некотором положи-
тельном δ. Тогда

TN − 2m−1
√
N

4
√
N

d→ Z ∼ N
(

0,
(σ2

1 + σ2
2)(π − 1) + 2ρ

πm3

)
, N →∞.

Данные результаты являются существенными продвижениями в области
критических ветвящихся процессов с частицами двух полов. Идея доказа-
тельств заключается в использовании сильной гауссовской аппроксимации
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для случайных векторов, что позволяет свести задачу о вырождении про-
цесса к задаче достижения уровня блужданием с отрицательным средним.
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Новое в законах больших чисел: обзор

Веретенников А. Ю.

Институт проблем передачи информации им. А.А.Харкевича РАН,
Московский государственный университет им. М.В.Ломоносова,

НИУ Высшая школа экономики, г. Москва
ayv@iitp.ru

Официальная история Закона больших чисел (ЗБЧ) началась с Якоба Бер-
нулли [1]. Многие внесли затем свой выдающийся вклад: де Муавр, Чебы-
шов (см. [2]). “Последнее слово” в области слабых ЗБЧ для независимых,
одинаково распределенных с.в. было сказано в работах [3,4]. Об истории
вопроса, как и о более поздних исследованиях, см. ссылки в [5]. Дальней-
шие исследования сосредоточились на слабо зависимых величинах (см. [6]);
недавно началось развитие этой области для случая “нелинейных вероят-
ностей” [7]. Другие свежие результаты о слабых ЗБЧ, в том числе, “нели-
нейных”, см. в [6,8]. Приведем тут лишь два результата автора. О новых
усиленных ЗБЧ для разнораспределенных слабо зависимых с.в. см. [9,
10].

Пусть ξ1, . . . , ξn, . . . – последовательность случайных величин на некото-
ром вероятностном пространстве (Ω,F ,P) и Sn :=

∑n
i=1 ξi. Законом боль-

ших чисел (далее ЗБЧ) называют утверждение вида Sn/n
P→ 0, или (Sn −

b)/n
P→ 0, или (Sn − bn)/n

P→ 0 с некоторыми неслучайными b или bn.
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Определение 1. Последовательность с.в. (ξn) называется Р.И. по Чеза-
ро, если

lim
M→∞

sup
n

1

n

n∑
k=1

E|ξk|1(|ξk| > M) = 0.

Теорема 1 ([6], Теорема 2). Пусть семейство случайных величин (ξn, n ≥
1) Р.И. по Чезаро, все они имеют конечные нулевые математические ожи-
дания Eξn = 0, n ≥ 1, и выполнено условие слабой зависимости

1

n

n∑
k=1

E|E(ξk|ξ1 + . . .+ ξk−1)| → 0, n→∞. (1)

Тогда
Sn/n

P→ 0, n→∞.

Для формулировки следующего результата обозначим F̄ (x) := 1−F (x),
где F (x) – произвольная функция распределения. Далее существование ма-
тематических ожиданий ξn не предполагается. Обозначим

γk(x) = F̄ξk(x) + Fξk(−x), ψn(y) :=

n∑
k=1

yγk(ny).

ãn/n := n−1
n∑
k=1

E(ξk1(|ξk| ≤ n)|ξ1, . . . , ξk−1).

Теорема 2 ([6], Теорема 3). Пусть случайные величины (ξn, n ≥ 1) та-
ковы, что семейство функций (ψn(y), 0 ≤ y ≤ 1) является равномерно
интегрируемым, а также при всех y ∈ [0, 1]

lim
n→∞

ψn(y) = 0, (2)

и выполнено условие слабой зависимости ãn/n
P→

n→∞
0. Тогда

Sn/n
P→

n→∞
0. (3)
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Оценки транспортного расстояния
в центральной предельной теореме

Зайцев А. Ю.

Санкт-Петербургское отделение Математического института
им. В.А. Стеклова РАН, г. Санкт-Петербург

zaitsev@pdmi.ras.ru

Излагаются результаты недавней работы докладчика [1].
Суммы независимых слагаемых впервые появились в теории вероятно-

стей при рассмотрении биномиальных распределений в рамках схемы Бер-
нулли. Были получены закон больших чисел и центральная предельная тео-
рема Муавра–Лапласа. Было замечено, что биномиальные распределения
не только хорошо аппроксимируются нормальным законом, но и убывание
"хвостов" биномиальных распределений происходит похоже на убывание
хвостов нормальных распределений. В качестве естественного расширения
класса биномиальных распределений можно рассматривать класс распре-
делений сумм независимых (вообще говоря, неодинаково распределенных)
случайных величин, ограниченных по модулю одной и той же константой
τ > 0. В докладе речь пойдет не только об убывании хвостов, но и об оце-
нивании точности аппроксимации в одномерной центральной предельной
теореме. Пусть X1, . . . , Xn – ограниченные с вероятностью единица незави-
симые случайные величины. Для простоты будем считать, что у них нуле-
вые средние значения:

P{|Xj | ≤ τ} = 1, EXj = 0, j = 1, . . . , n. (1)
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Нас будет интересовать поведение распределения суммы S = X1 + · · ·+Xn

в зависимости от ограничивающей величины τ .

Из неравномерной оценки Бикялиса в одномерной центральной предель-
ной теореме следует, что в одномерном случае

W1(F,Φ) ≤ cτ.

с абсолютной постоянной c, где W1 – транспортное расстояние Канторо-
вича–Васерштейна, F = L(S) – распределение суммы S, а Φ = ΦF – соот-
ветствующее нормальное распределение с тем же нулевым средним и той
же дисперсией как у распределения F .

Основной результат этого доклада значительно сильнее и точнее. Стан-
дартный модуль в определении ценовой функции расстояния Канторовича
заменяется на экспоненциальную функцию. Утверждается, что найдется
такая c, что

W (F,Φ) = inf
π

∫
exp{|x− y|/cτ} dπ(x, y) ≤ c, (2)

где инфимум берется по всем двумерным вероятностным распределениям
π с маргинальными распределениями F и Φ. Утверждение (2) справедливо
также для распределения F из класса A1(τ), введенного в работе автора [2].
В частных случаях мы получим некоторые результаты работы Э. Рио [3].
Обсуждается вопрос о возможности обобщения результата на многомерный
случай.

Класс A1(τ) (с фиксированным τ ≥ 0) состоит из одномерных распре-
делений F , для которых функция

ϕ(z) = ϕ(F, z) = log

∫
R

ezxF{dx} (ϕ(0) = 0)

определена и аналитична при |z| τ < 1, z ∈ C, и

|ϕ′′′(z)| ≤ τ σ2 при |z|τ < 1, (3)

где σ2 – дисперсия случайной величины с распределением F . Это опреде-
ление эквивалентно определению класса распределений с достаточно мед-
ленно растущими кумулянтами, рассмотренного В. А. Статулявичусом [4]

Подчеркнем, что в основном результате доклада мы рассматриваем од-
номерные распределения, удовлетворяющие аналитическому условию на
преобразование Лапласа (3) и, вообще говоря, не представимые в виде свер-
ток большого числа одинаковых распределений.

Из элементарных свойств классов A1(τ) можно вывести, что утвержде-
ние (2) справедливо для сверток одномерных распределений, сосредоточен-
ных на отрезке [−τ, τ ] или удовлетворяющих условиям известного нера-
венства Бернштейна (с параметром τ), а также для безгранично делимых
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распределений со спектральными мерами Леви–Хинчина, сосредоточенны-
ми на этом же отрезке, и для распределений, удовлетворяющих условиям
Статулявичуса на рост кумулянтов. По содержанию и по методам доказа-
тельства его можно рассматривать как просто и понятно формулируемое
утверждение из теории больших уклонений.
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Эффективность и робастность
последовательных статистических критериев

Харин А. Ю.

Белорусский государственный университет, г. Минск, Беларусь
KharinAY@bsu.by

Последовательные статистические критерии (тесты, решающие прави-
ла) [1] применяются в анализе случайных данных для решения задач про-
верки гипотез, когда число наблюдений, использованных для принятия ре-
шения, вносит важный вклад в эффективность разрабатываемой статисти-
ческой процедуры. В рамках заданных гипотетических моделей стохастиче-
ских данных построены последовательные статистические критерии, мини-
мизирующие математическое ожидание случайного числа наблюдений сре-
ди всех статистических тестов, обеспечивающих заданную точность (при-
емлемые малые значения вероятностей ошибочных решений) [2].

Практическое применение последовательных статистических критериев
в задачах анализа реальных стохастических данных обычно происходит в
условиях, когда наблюдения не полностью соответствуют гипотететической
модели [3], она искажена [4], [5], и в результате имеют место значитель-
ные отклонения от отмеченного выше оптимального свойства. Поэтому для
корректного практического применения последовательных статистических
критериев необходим теоретический анализ робастности (устойчивости к
уклонениям от предположений гипотетической модели в рамках некоторых
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задаваемых семейств) и построение новых классов последовательных те-
стов, характеризующихся робастностью в этих рамках [6], [7].

Для теоретического решения вероятностных задач анализа робастности
последовательных тестов и построения робастных по критерию минимак-
са функционала риска последовательных статистических решающих пра-
вил требуются явные точные или приближенные (с возможностью управ-
лять точночностью приближения) выражения для основных характеристик
эффективности – вероятностей ошибок и математических ожиданий числа
наблюдений [8]. В докладе равиваются результаты работы [5], приводятся
и обсуждаются построенные асимптотические разложения для указанных
характеристик с использованием специальных критериальных статистик,
образующих цепи Маркова.

В качестве моделей стохастических данных рассмотрены следующие: по-
следовательность независимых одинаково распределенных случайных на-
блюдений; многомерные наблюдения, имеющие блочную структуру; после-
довательность неоднородных независимых случайных наблюдений (вклю-
чая временные ряды с трендом); цепи Маркова различных порядков. От-
дельно рассмотрен случай многомерных двоичных наблюдений. Постановки
решённых задач включают случаи простых и сложных (составных) гипотез,
а также множественную проверку. С применением построенных асимптоти-
ческих разложений разработаны робастные последовательные статистиче-
ские критерии по критерию минимакса функционала риска для различ-
ных типов искажений: “выбросы” в наблюдениях, искажения гипотетиче-
ской вероятностной модели, задаваемые ε-окрестностями в пространствах
функций, определяющих распределение вероятностей, искажения модели
марковской зависимости, искажения модели тренда.

Полученные теретические результаты иллюстрируются имитационным
моделированием и применены для решения прикладных задач.
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Метод выбора моделей для оценивания
квадратичноинтегрируемых сигналов по

зашумленным наблюдениям

Пчелинцев Е. А.

Томский государственный университет, г. Томск
evgen-pch@yandex.ru

В работе изучается проблема статистической обработки сигналов с по-
мощью метода выбора модели. Для численной реализации применяются
методы машинного обучения. Необходимо оценить неизвестный детерми-
нированный сигнал S(·) на основе зашумленных наблюдений, которые удо-
влетворяют следующему стохастическому дифференциальному уравнению

dyt = Stdt+ εdwt, 0 ≤ t ≤ 1, (1)

где St – неизвестный квадратично интегрируемый сигнал, шум (wt)t≥0 –
стандартный винеровский процесс, ε > 0 – интенсивность шума. Предпола-
гается, что сигнал S в (1) принадлежит эллипсоиду Соболева радиуса r > 0
в L2[0, 1], определенному как

Θ$ :=

S ∈ L2[0, 1] :

∞∑
j=1

e2κjαθ2
j ≤ r

 . (2)

Здесь $ = (α, κ, r), 0 < α < 1, κ > 0 и θj = (S, φj), j ≥ 1, – коэффициенты
Фурье для S относительно тригонометрического базиса (φj)j≥1 в L2[0, 1].

Цель – предложить метод оценивания, минимизирующий среднеквадра-
тичную ошибку (СКО)

R(Ŝ, S) = ES ||S − Ŝ||2, ||f ||2 =

∫ 1

0

f2(t)dt , (3)

где ES – математическое ожидание относительно распределения PS про-
цесса (yt)0≤t≤1 в (1). При этом рассматривается случай дискретных наблю-
дений (ytk)0≤k≤n в точках

tk = k/n, k = 0, 1, ..., n , (4)

16



где n ≥ [ε−2] – объем выборки. Согласно [1] для оценивания S ∈ Θ$ в
модели (1) на решетке Tn = {t0, ..., tn} будем использовать эффективные
взвешенные оценки МНК типа Пинскера [1, 2]:

Ŝ$(t) =

n∗∑
j=1

λ$,j θ̂jφj(t). (5)

Здесь

θ̂j =
1

n

n∑
k=1

φj(tk)∆yk, ∆yk = ytk − ytk−1
, (6)

и весовые коэффициенты

λ$,j = 1− e−κ(nα∗−j
α), n∗ =

[
(2κ)−1/α(log n)1/α

]
+ 1. (7)

В случае, когда параметры α, κ и r неизвестны, необходимо разработать
процедуру выбора модели. Используется подход на основе точных оракуль-
ных неравенств для СКО. Для этого строится специальное дискретное па-
раметрическое пространство Aε и устанавливается

Теорема 1. Существует $∗ ∈ Aε такой, что процедура S∗ = Ŝ$∗ имеет
минимальную СКО в классе всех оценок (Ŝ$)$∈Aε для любого ε > 0.

Далее в [3] предложена архитектура ИНС для автоматизации процедуры
выбора модели. Для обучения ИНС построена база данных синтетических
сигналов. Результаты были применены для оценивания, в том числе ЭКГ
сигналов.

Рис. 1: ЭКГ сигналы и их оценки.

Благодарности. Исследование выполнено за счет гранта Российского
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Критерий хи-квадрат с выбором разбиения по
наблюдениям

Хиль Е. В.

Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова,
г. Москва

elena.khil@math.msu.ru

Критерий хи-квадрат является одним из наиболее востребованных кри-
териев, различные его адаптации широко применяются в огромном количе-
стве приложений (см., например, обзор [1]).

Статистика критерия хи-квадрат имеет вид

T =

k∑
i=1

(νi − npi)2

npi
,

где k – количество возможных исходов, p1, . . . , pk – вероятности этих исхо-
дов (при верной нулевой гипотезе), ν1, . . . , νk – количества соответствующих
исходов, n – количество наблюдений (размер выборки).

Критерий хи-квадрат применяется также и для проверки гипотезы од-
нородности m выборок, его статистика в этом случае имеет вид

T o =

m∑
i=1

k∑
j=1

(νij − nip̂j)2

nip̂j
, p̂j =

∑m
i=1 νij
n

, j = 1, . . . , k,

где νij – количество исходов типа j в i-й выборке, ni – количество наблю-
дений в i-й выборке.

При использовании критерия хи-квадрат в случае непрерывного рас-
пределения нужно предварительно дисктретизовать данные. Для этого ис-
пользуют разбиение действительной прямой (или носителя распределения)
на k полуинтервалов точками −∞ = x0 < x1 < · · · < xk−1 < xk = +∞
и переходят от исходных элементов выборки к номерам полуинтервалов,
в которые они попали, pi = F (xi) − F (xi−1), i = 1, . . . , k, F (x) – функция
распределения элементов выборки при верной гипотезе.
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Известно, что распределения статистик простого критерия хи-квадрат
и критерия однородности сходятся к распределениям хи-квадрат с k − 1 и
(k − 1)(m − 1) степенями свободы соответственно, когда размер выборки
n стремится к бесконечности. В работах [2] и [3] получены результаты о
поведении статистик T и T o критерия, если k растет с ростом числа наблю-
дений. Отметим, что для гипотезы однородности рассматривался только
случай m = 2, кроме того, предполагалось, что в случае гипотезы однород-
ности носитель распределений совпадает с отрезком [0, 1].

Также отдельно отметим, что результаты об асимптотическом поведении
распределения статистик T и T o были получены только для детерминиро-
ванных разбиений. Однако в случае проверки гипотезы однородности даже
при верной нулевой гипотезе распределение элементов выборок неизвестно
(даже носитель распределения в общем случае заранее не известен). В то же
время разбиение должно быть выбрано так, чтобы в каждый полуинтервал
попало достачное количество наблюдений. Поэтому на практике обычно ис-
пользуют разбиения, зависящие от наблюдений (например, использующие
выборочные квантили). В случае простой гипотезы разбиения, зависящие
от данных, также представляют интерес.

Итак, пусть для каждого n задано случайное разбиение – величины

−∞ = a0,n < a1,n(~Z) < · · · < ak−1,n(~Z) < ak,n = +∞,

где ~Z – выборка (объединенная в случае гипотезы однородности), а также
неслучайное разбиение −∞ = x0 < x1,n < · · · < xk−1,n < xk = +∞ (точки
x0 и xk могут быть границами носителя распределения, если он ограничен).
Обозначим

yj,n = F (xj,n), ỹj,n = F (aj,n(~Z), j = 1, 2, . . . , k,

l(n) = min
j=1,...,k

(yj,n − yj−1,n),

d(n) = max
j=1,2,...,k−1

ỹj,n − yj,n
min(yj,n − yj−1,n, yj+1,n − yj,n)

.

Будем рассматривать только разбиения, для которых l(n) > 0, d(n) →
0, n→∞. Этим условиям удовлетворяет, например, разбиение, использую-
щее выборочные квантили: aj,n(~Z) = Z([n/k]j), yj,n = [n/k]j.

Теорема 1. Если k(n) = o(n1/2/ ln2 n), k(n)d(n) ln4 l(n)→ 0, 1/l(n) растет
не быстрее n1/2 при n→∞, то

Φ

(
T − k(n)√

2k(n)

)
d−→ R ∼ R[0, 1], n→∞,

где Φ(x) – ф.р. стандартного нормального распределения, случайная вели-
чина R имеет равномерное распределение на отрезке [0, 1].

В типичной ситуации, когда d(n) ≈ k(n)/
√
n, достаточно потребовать,

чтобы число ячеек росло как k(n) = o(n1/4/ ln4 n), n→∞.
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Для статистики критерия однородности T o справедлива аналогична тео-
рема с заменой k(n) на произведение k(n)m(n) (которое можно в некото-
ром смысле интерпретировать как ”общее число ячеек”) и заменой n на
min(n1, . . . , nm).
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О дополняемости случайных подпространств в
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В работе рассматриваются пространства операторов между простран-
ствами последовательностей `p и `q. Стандартно через `p, p ∈ [1,∞) мы
обозначаем банахово пространство последовательностей вида x = (xj)

∞
j=1 с

нормой

‖x‖p =

( ∞∑
j=1

|xj |p
)1/p

,

через `∞ — банахово пространство всех ограниченных последовательностей
с нормой

‖x‖∞ = sup
j
|xj |,

а через c0 — замкнутое подпространство `∞, состоящее из всех стремящихся
к нулю последовательностей.

Через M обозначим линейное пространство всех бесконечных матриц
вида A = (aij)

∞
i,j=1 с естественными операциями сложения и умножения на

число. Пусть X и Y — банаховы пространства последовательностей. Обо-
значим через L(X,Y ) пространство всех линейных ограниченных операто-
ров из X в Y , а черезM(X,Y ) множество матриц A ∈M, которые коррект-
но определяют оператор из X в Y . Последнее означает, что для каждого
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x = (xj) ∈ X выполняется следующее условие: для каждого натурального
i сходится ряд

∞∑
j=1

aijxj =: yi,

а вектор y = (y1, y2, y3, . . .) ∈ Y . В таком случае мы полагаем Ax = y.
Отметим, что в случае X = `p и Y = `q (и во многих других случа-
ях) оператор A автоматически оказывается непрерывным, см. [1], поэтому
M(X,Y ) ⊂ L(X,Y ). Множество M(`p, `q) является банаховым простран-
ством с операторной нормой:

‖A‖p,q = sup
x∈`p: ‖x‖p=1

‖Ax‖q.

При p < ∞ имеет место изометрическое равенство M(`p, `q) = L(`p, `q),
и, аналогично, M(c0, `

q) = L(c0, `
q). Но M(`∞, `q) является собственным

подпространством пространства L(`∞, `q), и аналогичное справедливо для
M(`∞, c0).

В ряде задач из геометрии банаховых пространств, теории аппроксима-
ции и др., возникает вопрос об ограниченности естественных проекторов в
пространствахM(`p, `q). Под естественным проектором мы будем понимать
отображение

PS : M(`p, `q)→M

вида
PS(A) := (aij [(i, j) ∈ S])∞i,j=1,

где S ⊂ {(i, j) : i, j = 1, 2, . . .} — заранее выбранное множество позиций в
матрице, а через [(i, j) ∈ S] мы обозначили индикатор события (i, j) ∈ S (т.е.
[(i, j) ∈ S] = 1 при (i, j) ∈ S, и [(i, j) ∈ S] = 0 при (i, j) 6∈S, нотация Айверсо-
на). Отметим, что если для заданного S и каждой матрицы A ∈ M(`p, `q)
ее образ PS(A) ∈M(`p, `q), то оператор PS : M(`p, `q)→M(`p, `q) автома-
тически будет ограниченным (это следует из общих теорем, см. [1]).

Теорема 1. Образуем множество S ⊂ {(i, j) : i, j = 1, 2, . . .} случайно:
каждую пару (i, j) включим в множество S с вероятностью 1/2 и неза-
висимо от других.

Если p = 1 или q = ∞, то для каждого S оператор PS ограниченно
действует в пространствеM(`p, `q), и его норма равна единице. Это же
справедливо для оператора PS в пространствахM(`1, c0) иM(c0, `

∞).
Если p > 1 и q < ∞, то почти наверное оператор PS не будет дей-

ствовать из M(`p, `q) в M(`p, `q). Т.е. с вероятностью единица для слу-
чайно выбранного множества S найдется матрица A ∈ M(`p, `q) такая,
что PS(A)6∈M(`p, `q). Это же справедливо для пространствM(`p, c0) при
p > 1 иM(c0, `

q) при q <∞.

Обозначим через Eij матричную единицу, т.е. матрицу, у которой эле-
мент aij = 1, а остальные элементы равны нулю. В теореме 1 речь идет
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об (не)ограниченности естественного (канонического) проектора вM(`p, `q)
на замкнутое подпространство LS ⊂ M(`p, `q), попрожденное множеством
{Eij : (i, j) ∈ S}. Неограниченность естественного проектора при p > 1 и
q < ∞ не означает, что соответствующее подпространство LS не будет до-
полняемым (для дополняемости достаточно, чтобы какой-нибудь проектор
на LS был ограничен). В силу того, что любое конечномерное подпростран-
ство дополняемо, из закона нуля и единицы получаем, что, если дополняе-
мость подпространство LS является событием (для случайно выбранного S,
как в теореме 1), то либо подпространство LS дополняемо почти наверное,
либо наоборот, LS почти наверное недополняемо. Какой именно вариант
реализуется в действительности для разных p и q, нам пока неизвестно.

Работа второго автора выполнена при финансовой поддержке Нацио-
нальной академии наук Беларуси в рамках государственной программы на-
учных исследований "Конвергенция-2030" , НИР 1.08.1, № ГР 20260285.
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Пусть Pn — множество разбиений целого числа n, то есть его пред-
ставлений в виде n = λ1 + λ2 + · · · + λ` при некотором ` = `(λ) и целых
λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λ` > 0. Моментом разбиения λ порядка p ∈ R мы называем
величину

Np(λ) =

`(λ)∑
k=1

λpk.

Если λ ∈ Pn, то N1(λ) = n; N0(λ) = `(λ).
Рассмотрим на Pn равномерную вероятностную меру Pn. Случайные

разбиения с равномерной мерой изучались начиная с работы [1], где, в част-
ности, была доказана предельная теорема для N0(λ) = `(λ):

lim
n→∞

Pn
{
λ : π√

6n
`(λ)− 1

2 log n− log π√
6
≤ x

}
= e−e−x , x ∈ R. (1)

Предельные распределения других моментов, насколько нам известно, си-
стематически не изучались, однако в работе [3] рассматривались случайные
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разбиения, в которых несколько целых моментов стремятся к бесконечности
согласованным образом, обобщая равномерную меру, где N1(λ) = n→∞.

Предельное распределение (1), известное как распределение Гумбеля,
является бесконечно делимым. Оказывается, после надлежащей нормиров-
ки распределения моментов всегда сходятся к безгранично делимому рас-
пределению. При p ≥ 1/2 таким распределением будет закон стандартной
нормальной случайной величины N . При p < 1/2 определим случайную
величину

Mp =

∞∑
k=1

kp−1(Ek − 1), p < 1/2, (2)

где Ek — независимые одинаково распределенные случайные величины со
стандартным экспоненциальным распределением. В ряде (2) k-е слагаемое
имеет нулевое математическое ожидание и дисперсию k2p−2, и при p < 1/2
ряд из дисперсий сходится, так что по теореме Колмогорова ряд (2) схо-
дится п.н., и Mp корректно определена. Распределение Mp безгранично
делимо и допускает представление типа Леви–Хинчина

logE
[
e−uMp

]
=

∫ ∞
0

(e−ux − 1 + ux)fp(x) dx (u > −1),

то есть его мера Леви абсолютно непрерывна и имеет плотность

fp(x) =
1

x

∞∑
k=1

e−xk
1−p

, x > 0.

Удается доказать следующий результат.

Теорема 1. (i) Если 1/2 ≤ p < ∞ и p 6= 1, то, когда распределение Np
задается мерой Pn,

Np − an
bn

d→ N , n→∞,

где an = Γ(p+ 1)ζ(p+ 1)ζ(2)−(p+1)/2n(p+1)/2,

bn =


(

Γ(2p+ 1)ζ(2p)− Γ(p+2)2ζ(p+1)2

2ζ(2)

)1/2 (
6n
π2

)p/2+1/4
, p > 1/2,

π−1
√

3n log n, p = 1/2.

(ii) Если −∞ < p < 1/2 и распределение Np задается мерой Pn, то

b−1
n Np − an

d→Mp, n→∞,

где

an =


Γ(p+ 1)ζ(p+ 1)6p/2π−pnp/2 + ζ(1− p), p > 0,
1
2 log n+ γ + log

(√
6/π

)
, p = 0,

ζ(1− p), p < 0;

bn =

√
6n

π
.
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Доказательство базируется на предложенной в [2] идее рассмотреть сме-
си мер Pn, параметризованные вещественным параметром x ∈ (0, 1), для
которых аналогичные результаты устанавливаются несложно. Техника вос-
становления результатов для Pn различается для случаев p > 1/2 и p ≤ 1/2.
В первом случае используется частичное обращение характеристической
функции для доказательства нормального предела. Во втором случае уда-
ется применить результат [4] о совпадении пределов для мер Pn с пределами
для их смесей при подходящем выборе параметра x = x(n).
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ZRP на динамическом графе: совместная
(η, I)-динамика и обратимая каноническая мера

Калимулина Э. Ю., Есин А.А.

Институт проблем передачи информации им. А.А. Харкевича РАН,
Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова,

г. Москва
elmira.yu.k@gmail.com

Рассматривается консервативная модель транспорта частиц по сети с
независимыми марковскими отказами узлов, в которой ребро открыто, лишь
когда оба его конца активны.

Пусть G0 = (V,E) – конечный связный неориентированный граф, |V | =
N ≥ 2, ki – степень вершины i ∈ V . Скорости процесса нулевого радиуса
(ZRP) задаются функцией u : Z+ → [0,∞), u(0) = 0, u(n) > 0 при n ≥ 1;
положим p(0) := 1, p(m) :=

∏m
n=1 u(n)−1 при m ≥ 1. На каждой вершине

задана независимая марковская цепь с двумя состояниями Iv(t) ∈ {0, 1}
со скоростями α > 0 (1 → 0) и β > 0 (0 → 1); a := β/(α + β), и µa :=⊗

v∈V Bernoulli(a) – стационарная мера, обратимая в силу aα = (1 − a)β.
Случайный подграф G(t) := (V, {{i, j} ∈ E : Ii(t)Ij(t) = 1}) однозначно
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определяется по I(t). Совместный марковский процесс (η(t), I(t)) на ZV+ ×
{0, 1}V имеет генератор

Ltotf(η, I) =
∑
i∈V

∑
j∼i

IiIj
u(ηi)

ki

[
f(ηi→j , I)− f(η, I)

]
+ LIf,

где ηi→j – конфигурация после перемещения частицы из i в j (при ηi = 0
слагаемое равно нулю в силу u(0) = 0); LI – генератор |V | независимых
цепей с двумя состояниями.

Теорема 1. Пусть {qi}i∈V – положительные веса; {Aij(I)}i,j∈V – сим-
метричные проводимости [1]: Aij(I) = Aji(I) ≥ 0, Aij ≡ 0 при {i, j} /∈ E;
LI – генератор неприводимой марковской цепи на {0, 1}V с обратимой ста-
ционарной мерой µ, не зависящий от η. Тогда для генератора

L̃f(η, I) =
∑
i,j∈V

Aij(I)
u(ηi)

qi

[
f(ηi→j , I)− f(η, I)

]
+ LIf

и любого M ∈ Z+ каноническая мера

πN,M (η, I) =
1

ZN,M
µ(I)

∏
i∈V

p(ηi) q
ηi
i · 1

{∑
i∈V

ηi = M

}

обратима относительно L̃ и единственна на секторе {
∑
i ηi = M} при

условии неприводимости совместной цепи. В основном примере qi = ki
(ненормированная инвариантная мера простого случайного блуждания на
G0), Aij(I) = IiIj 1{i∼j} и µ = µa; совместная цепь неприводима при
связном G0, N ≥ 2 и α, β > 0, а обратимая мера принимает явный вид
πN,M (η, I) ∝

∏
i p(ηi)k

ηi
i ·
∏
i a
Ii(1− a)1−Ii · 1{

∑
i ηi = M}.
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Спектр обобщенных графов Джонсона

Кошелев М. М.
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Настоящая работа посвящена исследованию спектра обобщенных гра-
фов Джонсона, также известных как графы G(n, r, s). Дадим соответству-
ющее определение.
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Определение 1. Обобщенным графом Джонсона G(n, r, s) называется
граф

G = (V,E), V =

(
[n]

r

)
, E = {(A,B)||A ∩B| = s}.

Иными словами, множество вершин такого графа есть множество все-
возможных r-элементных подмножеств множества {1, . . . , n}, а ребра
проводятся между множествами, пересекающимися по s элементам.

Обобщенные графы Джонсона играют огромную роль в современной
экстремальной комбинаторике и комбинаторной геометрии (см. [1,2,3,4N]).
В частности, именно на основе графов G(n, r, s) и их аналогов были по-
лучены наилучшие оценки в задаче Нелсона–Эрдеша–Хадвигера, а также
построены некоторые контрпримеры к гипотезе Борсука. Кроме того, обоб-
щенные графы Джонсона определенного вида долгое время являлись наи-
большими известными рамсеевскими графами (то есть графами, у которых
и число независимости, и кликовое число ограничены некоторыми констан-
тами).

Целью данной работы является исследование спектральных свойств гра-
фов G(n, r, s), а именно, величины λ(G(n, r, s)) = max2≤i≤(nr)

|λi|, где λ1 ≥
. . . ≥ λn — собственные значения матрицы смежности графа G(n, r, s).

Основным результатом является следующая теорема.

Теорема 1. Пусть α ∈ (0, 1), а fr(n) и fs(n) таковы, что fs(n) = o(n),
fr(n) = o (n). Тогда выполняется следующее соотношение.

λ
(
G
(
n, αn+ fr(n), α2n+ fs(n)

))
=

= O

(
max{1, |fs(n)− 2αfr(n)|, f2

r (n)/n}
n

d
(
G
(
n, αn+ fr(n), α2n+ fs(n)

)))
,

где d(G(n, r, s)) =
(
r
s

)(
n−r
r−s
)
— степень вершин графа G(n, r, s).

При помощи теоремы 1 удалось также получить результат, связанный с
пороговой вероятностью возникновения гигантской компоненты в случай-
ном подграфе графа G(n, r, s). Дадим вспомогательное определение.

Определение 2. Случайный граф Gp(n, r, s) — граф, полученный из графа
G(n, r, s) удалением каждого ребра независимо от остальных с вероятно-
стью 1− p.

Используя результат теоремы 1, нам удалось доказать следующее утвер-
ждение о размере компонент связности в графе Gp(n, r, s).

Теорема 2. Пусть последовательности целых чисел rn, sn таковы, что
sn ∼ α2n, rn ∼ αn для некоторого α ∈ (0, 1). Обозначим dn =

(
rn
sn

)(
n−rn
rn−sn

)
Тогда
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1. При β < 1 с вероятностью, стремящейся к 1, все компоненты связ-
ности графа Gβ/dn(n, rn, sn) имеют размер O

(
log
(
n
r

))
.

2. При β > 1 с вероятностью, стремящейся к 1, существует компо-
нента связности графа Gβ/dn(n, rn, sn) имеющая размер Ω

((
n
r

))
.
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Плотность по вариации и класс
рационально-безгранично делимых
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Хартов А. А.
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Пусть на числовой прямой R задана функция распределения F с харак-
теристической функцией f , т.е.

f(t) :=

∫
R
eitxdF (x), t ∈ R.

Мы называем F рационально-безгранично делимой, если существуют без-
гранично делимые функции распределения F1 и F2 такие, что F1 = F ∗ F2.
Данное равенство переписывается в виде f(t) = f1(t)/f2(t), t ∈ R, с харак-
теристическими функциями f1 и f2, соответствующими F1 and F2. Пусть
Q обозначает класс всех рационально-безгранично делимых функций рас-
пределений на R.

Несложно понять, что F ∈ Q тогда и только тогда, когда f допускает
представление типа Леви-Хинчина:

f(t) = exp

{
itγ +

∫
R

(
eitx − 1− it sin(x)

)
1+x2

x2 dG(x)

}
, t ∈ R, (1)
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с параметром сдвига γ ∈ R и спектральной функцией G : R → R, имею-
щей ограниченную вариацию на числовой прямой, при этом G может быть
немонотонной. Предполагается, что функция G непрерывна справа в каж-
дой точке и G(−∞) = 0. Как известно, спектральная пара (γ,G) опреде-
ляется однозначно по F . Частный случай монотонной и ограниченной G
соответствует безгранично делимой F .

В работе [1] было показано, что класс Q всюду плотен в смысле слабой
сходимости в семействе F всех функций распределения на R. Этот факт
подчеркивает существенную разницу между Q и классом всех безгранично
делимых функций распределения, для которого это свойство, как извест-
но, не имеет места. Сохранится ли указанное свойство плотности класса
Q, если заменить в нем слабую сходимость на более сильную сходимость
по вариации? Ответ на данный вопрос уже не так однозначен. В докладе
мы приведем весьма неожиданные «положительные» и «отрицательные»
результаты, которые удалось получить в данном направлении в рамках ис-
следования [2].
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Предельные теоремы для момента максимума
случайного блуждания, достигающего
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anokhina.mary1@gmail.com

Рассмотрим случайное блуждание Sn = X1 + . . . + Xn, n ∈ N, S0 =
0, X1, X2, . . .— независимые одинаково распределенные (н.о.р.) случайные
величины (сл.в.) с нулевым средним и конечной положительной дисперсией.
Для этого блуждания хорошо известен закон арксинуса:

P
(τM
n
≤ x

)
→ 2

π
arcsin

√
x, n→∞, x ∈ [0, 1] ,

где τM — момент первого достижения максимума блужданием Sn.
Будем говорить, что X — решетчатая случайная величина, если суще-

ствуют такие d > 0 и a ∈ R, чтоP (X ∈ a+ dZ) = 1. Величины, не являющи-
еся решетчатыми, называются нерешетчатыми. При этом будем называть
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X арифметической сл.в., если она принимает только целые значения и при
этом не существует таких d > 1 и a ∈ R, что P (X ∈ a+ dZ) = 1.

В арифметическом случае нас будет интересовать асимптотическое по-
ведение вероятностей

P
( τM
n
≤ x

∣∣∣Mn = k
)
, x ∈ [0, 1] ,

где Mn = SτM , k ∈ N. Предполагается, что k может зависеть от n. В нере-
шетчатом случае рассматривается аналогичная задача для вероятностей

P
( τM
n
≤ x

∣∣∣Mn ∈ [z, z + ∆)
)
, x ∈ [0, 1] ,

где z ∈ R+, ∆ > 0, z может зависеть от n.
В докладе будут описаны результаты, полученные автором, для широ-

кого диапазона изменения параметра k (или, соответственно, z): k = o (
√
n)

и k → ∞, n → ∞ (малые уклонения), k/nα → y > 0, n → ∞, α ∈ (1/2, 1)
(умеренные уклонения), k/

√
n → y > 0, n → ∞ (нормальные уклонения).

Анализ малых уклонений опубликован в работе [1], умеренных — в работе
[2]. Работа, посвященная случаю нормальных уклонений, на данный момент
готовится к печати.

Отметим, что работа тесно связана с локальными предельными теорема-
ми для условно положительных блужданий, которым в последние десяти-
летия посвящен ряд важных работ (см., например, [3], [4]). В ряде случаев
мы пользуемся известными результатами для максимума случайного блуж-
дания ([5], [6]), а в ряде получаем такие результаты самостоятельно.

Данные результаты находят приложение в теории ветвящихся процес-
сов. Пусть η = (η1, . . . , ηn, . . .)— н.о.р. сл.в., {fn(s), n ∈ N} — семейство
производящих функций, {Xi,j , i, j ∈ N} — семейство неотрицательных цело-
численных случайных величин. Для фиксированного η сл.в. Xi,j являются
н.о.р. для каждого i, Xi,j ∼ fi,j . Тогда будем называть ВПСС последова-
тельность сл.в., заданных соотношениями:

Z0 = 1, Zn = Xn+1,1 + . . .+Xn+1,Zn , n ≥ 0.

Пусть ξi = ln f ′ηi(1). Тогда сопровождающее случайное блуждание для {Zn}:

S0 = 0, Sn =

n∑
i=1

ξi, n > 0.

Нами получено асимптотическое поведение вероятности невырождения вет-
вящегося процесса в случайной среде с геометрическим числом распределе-
ния потомков (ВПССГ) при условии, что минимум сопровождающего слу-
чайного блуждания равен заданному параметру k, принадлежащему зоне
малых или нормальных уклонений.

Благодарности. Исследование выполнено за счет гранта Российско-
го научного фонда № 24-11-00037, https://rscf.ru/en/project/24-11-00037/ в
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Рассматриваются критерии проверки гипотез согласия и однородности,
основанные на сравнении распределений после взаимных квантильных пре-
образований. Подход приводит к введению эмпирических PQ–PQ процес-
сов, для которых изучаются предельные распределения.

Для построения критериев проверки гипотез согласия и однородности
вводятся следующие процессы. В задаче проверки гипотезы согласия рас-
сматривается процесс

Dn,1(x) = F̂n(F−1
0 (x))− F0(F̂−1

n (x)), x ∈ [0, 1].

В задаче проверки двухвыборочной гипотезы однородности рассматривает-
ся процесс

Dn1,n2,2(x) = F̂n1
(Ĝ−1

n2
(x))− Ĝn2

(F̂−1
n1

(x)), x ∈ [0, 1].

Наконец, в задаче проверки однородности k выборок для каждого фикси-
рованного j ∈ {1, . . . , k} рассматривается процесс

Dnj ,n,3,j(x) = F̂nj ,j(Ĥ
−1
n (x))− Ĥn(F̂−1

nj ,j
(x)), x ∈ [0, 1],
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Ĥn(x) =

k∑
r=1

nr
n
F̂nr,r(x), n = n1 + · · ·+ nk.

Гипотеза согласия. Пусть наблюдается выборка X1, . . . , Xn ∼ F и
проверяется гипотеза

H0 : X ∼ F0.

Теорема 1. Пусть F и F0 непрерывны. Тогда при верной гипотезе согла-
сия H0 : F = F0 выполняется сходимость

1

2

√
nDn,1(x)

a.s.−−→W 0
x , x ∈ [0, 1], n→∞,

где W 0
x — стандартный броуновский мост.

Следствие 1. При n→∞ имеют место сходимости

1

2

√
n sup
x∈[0,1]

|Dn,1(x)| d−→ sup
x∈[0,1]

|W 0
x |,

n

4

∫ 1

0

D2
n,1(x) dx

d−→
∫ 1

0

(W 0
t )2 dt.

То есть предельными распределениями рассматриваемых величин явля-
ются распределения Колмогорова и Крамера–фон Мизеса соответственно.

Гипотеза однородности. Перейдём теперь к задаче проверки двухвы-
борочной гипотезы однородности.

Теорема 2. Пусть F (x) и G(x) непрерывны и n1/(n1 + n2) → p, при
n1, n2 →∞, 0 < p < 1. Тогда при верной гипотезе однородности H0 : F = G
имеет место сходимость√

n1n2

4(n1 + n2)
Dn1,n2,2(x)

a.s.−−→W 0
x , x ∈ [0, 1], n1, n2 →∞,

где W 0
x — стандартный броуновский мост.

Следствие 2. Положим λ = n1n2/(n1 +n2). Тогда при n1, n2 →∞ имеют
место сходимости

1

2

√
λ sup

[0,1]

|Dn1,n2,2(x)| d−→ sup
[0,1]

|W 0
x |,

1

4
λ

∫ 1

0

D2
n1,n2,2(x) dx

d−→
∫ 1

0

(W 0
t )2dt.

Проверка однородности k выборок. Рассмотрим задачу проверки
однородности нескольких выборок.

Пусть заданы независимые выборкиX(r)
i ∼ Fr, i = 1, . . . , nr, r = 1, . . . , k,

где Fr – непрерывные функции распределения.
Обозначим n =

∑k
r=1 nr, aj = nj/n, j = 1, . . . , k, и пусть aj → pj ∈ (0, 1),∑k

j=1 pj = 1,
√
nmax1≤j≤k |aj − pj | → 0.

Пусть справедлива гипотеза однородности H0 : F1 = · · · = Fk = F.
Введем обозначения

Dn(x) :=
(
Dn1,n,3,1(x), . . . , Dnk,n,3,k(x)

)>
, x ∈ [0, 1],
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W0(x) :=
(
W 0

1 (x), . . . ,W 0
k (x)

)>
,

где W 0
1 , . . . ,W

0
k — независимые стандартные броуновские мосты.

Положим
p :=

(√
p1, . . . ,

√
pk
)>
, B := I − pp>.

Теорема 3. Пусть выполнены условия выше и верна гипотеза H0. Тогда
имеет место сходимость

diag
(√
n1, . . . ,

√
nk
)
Dn(x)

a.s.−−→ 2BW0(x), x ∈ [0, 1], n→∞.
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Разработка и анализ метода генерации
случайных связных графов

Чиняев Б. Б.

Московский государственный университет им. М.В. Ломоносова,
г. Москва

bchinyaev.msu@gmail.com

В докладе рассматривается задача точной генерации случайных связ-
ных графов в модели Эрдёша–Реньи [1,2]. Пусть G(n, p) — случайный граф
с множеством вершин V = {1, . . . , n}, в котором каждое из C2

n = n(n− 1)/2
возможных рёбер проводится независимо с вероятностью p. Для графа g
через E(g) обозначим множество его рёбер. Требуется построить алгоритм,
генерирующий граф с условным распределением

PG(n,p)(g | g связен) =
1{g связен}p

|E(g)|(1− p)C2
n−|E(g)|

Pn(p)
,

где Pn(p) — вероятность связности графа G(n, p).
В разреженном режиме p = c/n стандартный метод принятия–отверже-

ния является неэффективным, поскольку вероятность связности экспонен-
циально мала по n. В частности, при фиксированном c > 0 имеет место
следующее асимптотическое соотношение [3,4]:

Pn(c/n) =

(
1− ce−c

1− e−c

)(
1−

(
1− c

n

)n)n
(1 + o(1)), n→∞.
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Поэтому возникает задача построения прямого метода генерации условного
распределения, не сводящегося к многократной проверке связности незави-
симо сгенерированных графов.

Предлагаемый подход основан на связи процесса обхода графа с неодно-
родным пуассоновским блужданием [5,6]. ПустьWt обозначает число новых
активных вершин на шаге t стандартного процесса обхода графа G(n, p).
Тогда связность графа эквивалентна условиям

k∑
t=1

Wt ≥ k, 0 < k < n,

n∑
t=1

Wt = n− 1.

Пусть Xt, 1 ≤ t ≤ n, — независимые случайные величины такие, что

Xt ∼ Poiss(λt), λt =
np

1− (1− p)n
(1− p)t−1,

и пусть

Sk =

k∑
t=1

(Xt − 1).

Лемма 1. Вероятность связности графа G(n, p) представляется в виде

Pn(p) = (1− (1− p)n)
n−1

P (Sk ≥ 0, 0 < k < n | Sn = −1) .

Кроме того, условное распределение траектории процесса обхода связного
графа (W1, . . . ,Wn) совпадает с распределением (X1, . . . , Xn) при условии

Sk ≥ 0, 0 < k < n, Sn = −1.

На основе данной леммы строится точный алгоритм генерации. Сна-
чала генерируется траектория неоднородного пуассоновского блуждания,
удовлетворяющая указанным условиям. Затем по этой траектории восста-
навливается дерево обхода, обеспечивающее связность графа, после чего
оставшиеся допустимые рёбра добавляются независимо с исходной вероят-
ностью p.

В докладе будет показано, что полученный алгоритм порождает имен-
но распределение G(n, p) при условии связности. Кроме того, при p = c/n
и фиксированном c > 0 вероятность положительности соответствующего
пуассоновского блуждания, условленного на Sn = −1, имеет ненулевой пре-
дел [4]:

P (Sk ≥ 0, 0 < k < n | Sn = −1)→
(
1− e−c

)(
1− ce−c

1− e−c

)
, n→∞.

Отсюда следует, что среднее число попыток при генерации допустимой тра-
ектории остаётся ограниченным при n→∞, а ожидаемая сложность алго-
ритма в разреженном режиме составляет O(n).
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Также будет рассмотрено распространение метода на модель G(n,M).
Поскольку условное распределение G(n, p) при фиксированном числе рёбер
M является равномерным на множестве всех графов с n вершинами и M
рёбрами, дополнительный отбор по условию |E(G)| = M приводит к точной
генерации связных графов в модели G(n,M) [5].
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Предельные теоремы для максимумов
непрерывных преобразований гауссовских
стационарных процессов с дискретным

временем

Савич А. В.

Санкт-Петербургское отделение Математического института
им. В.А. Стеклова РАН, г. Санкт-Петербург

alexander.savich17@gmail.com

В докладе рассматривается стационарная гауссовская последователь-
ность {Xn}n≥1 с корреляционной функцией rn, а также последовательность
её непрерывных преобразований

ξn = f(Xn),

где f : R→ R — непрерывная функция, удовлетворяющая некоторым усло-
виям. Исследуется асимптотическое поведение максимумов

Mn = max
1≤k≤n

ξk

при трёх режимах зависимости исходного процесса.
В случае слабой зависимости получена
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Теорема 1. Пусть rn lnn→ 0, n→∞. Тогда

lim
n→∞

P (max(ξ1, . . . , ξn) ≤ cnx+ dn) = H(x),

где H(x) — сответствующая функция из теоремы Гнеденко, а cn, dn —
нормировочные коэффициенты из независимого случая.

В режиме средней зависимости верна

Теорема 2. Пусть rn lnn→ γ ∈ (0,∞)n→∞. Тогда

lim
n→∞

P (max(ξ1, . . . , ξn) ≤ cnx+ dn) =

∞∫
−∞

(2γ)−
1
2H(x)e

t

ϕ
(

(2γ)−
1
2 (t+ γ)

)
dt.

где H(x) — сответствующая функция из теоремы Гнеденко, а cn, dn —
нормировочные коэффициенты из независимого случая.

Таким образом предельное распределение зависит от параметра γ и опи-
сывается как смесь классического экстремального закона с нормальным
распределением.

В случае сильной зависимости наблюдается существенная разница меж-
ду поведением гауссовских величин, отображённых в области притяжения
Фреше и Гумбеля, а именно:

Теорема 3. Пусть f(X1) принадлежит области притяжения распреде-
ления Фреше, rn → 0, rn lnn → ∞ монотонно при n → ∞. Тогда не су-
ществует линейной нормировки максимумов Mn, приводящей к нетриви-
альному предельному распределению.

Наконец, когда ξi принадлежат классу распределений вейбулловского
типа имеем:

Теорема 4. Пусть rn → 0, rn lnn→∞, монотонно при n→∞. Тогда

Mn − dn
cn

→ Φ,

где Φ — функция распределения стандартного нормального закона.

Таким образом, характер предельного поведения максимумов опреде-
ляется как скоростью убывания корреляции гауссовского процесса, так и
хвостовыми свойствами распределения преобразования f(X1).
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Об одной задаче аппроксимации
многопараметрических функций

Лимар И. А.

Университет ИТМО, г. Санкт-Петербург
ivan.limar95@gmail.com

В данном докладе рассматривается вероятностный подход к анализу
информационной сложности многопараметрической задачи аппроксимации
функций из гильбертова пространства с квадратичным экспоненциальным
воспроизводящим ядром. Приведём формальную постановку задачи.

Пусть APPd – вложение из гильбертова пространства Hd с квадратич-
ным экспоненциальным (гауссовским) ядром

Kd(s1, . . . , sd, t1, . . . , td) =

d∏
j=1

exp
(
−γ2

j (sj − tj)2
)
, sj , tj ∈ R,

в L2,d – интегрируемые с квадратом вещественнозначные функции d пе-
ременных относительно центрированной гауссовской меры с диагональной
матрицей ковариаций (дисперсии равняются 1/2).

Формально APPdf = f , однако функция f не может быть введена в со-
временные вычислительные системы, поэтому мы будем искать аппрокси-
мации, использующие конечное количество непрерывных линейных функ-
ционалов от исходной функции f . Обозначим за Ad,n класс аппроксимиру-
ющих алгоритмов, использующих n линейных непрерывных функционалов
от исходной функции. Оптимальной ошибкой алгоритма ранга n назовём
величину

e(d, n) = inf
Ad,n∈Ad,n

sup
‖f‖Hd61

‖APPdf −Ad,nf‖L2,d
.

Кроме того, рассмотрим начальную ошибку e(d, 0):

e(d, 0) = sup
‖f‖Hd61

‖f‖L2,d
,
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которую можно рассматривать как ошибку «константного» алгоритма, учи-
тывающую параметрическую размерность d. Информационной сложностью
(в минимаксной постановке) называется величина

n(d, ε) = min{n ∈ N : e(d, n) 6 εe(d, 0)},

где ε ∈ (0, 1) – порог ошибки. Мы исследуем асимптотическое поведение
данной величины при сколь угодно малом ε и d→∞.

Известно, что n(d, ε) может быть выражена через спектральные харак-
теристики интегрального оператора Id с ядром Kd (см. [1]):

n(d, ε) = min{n ∈ N : λd,n+1 6 ελd,1},

где λd,m – m-е в порядке убывания собственное число оператора Id, причём
оно представляется в виде (см. [2]):

λd,m =

d∏
j=1

(1− ωj)ω
kj
j ,

с некоторыми неотрицательными целыми kj , где

ωj :=
2γ2
j

1 + 2γj +
√

1 + 4γ2
j

.

В силу мультипликативной структуры собственных чисел величина n(d, ε)
может быть записана в вероятностной форме:

n(d, ε) = exp
( d∑
j=1

| ln(1− ωj)|
)
E
[

exp
( d∑
j=1

Uj

)
1
( d∑
j=1

Uj < | ln ε2|
)]
,

где Uj , j ∈ N, – независимые случайные величины, вероятностное распре-
деление которых задаётся в виде

P(Uj = k| lnωj |) = ωkj (1− ωj), k ∈ N0.

Таким образом, задачу анализа величины информационной сложности
n(d, ε) при d→∞ можно свести к анализу предельных распределений для
сумм

∑d
j=1 Uj . В частности, отметим следующий результат.

Теорема 1. Пусть ωj = ω + qj, где qj → 0 при j → ∞, ω ∈ (0, 1), причём
ln d

∑d
j=1 |qj | = o(dr) при d → ∞, где r = | ln maxωj |/| ln minωj |. Тогда при

любом ε ∈ (0,
√
ω) справедлива асимптотика

lnn(d, ε) =
| ln ε2|
| lnω|

ln d+ o(ln d), d→∞.
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Аппроксимация неоднородных тензорных
произведений высокой размерности процессов

Орнштейна–Уленбека

Ершов А. Р.

Университет ИТМО, г. Санкт-Петербург
aleksandr.ershov@itmo.ru

Рассматривается гауссовское случайное поле Ud(t), t ∈ [0, 1]d, где d ∈ N,
с нулевым средним и ковариационной функцией следующего вида:

KUd(t, s) := e−β1|t1−s1| · . . . · e−βd|td−sd|,

с переменными t = (t1, . . . , td) и s = (s1 . . . , sd) из [0, 1]d и параметрами
β1, . . . , βd > 0. Как известно, функции (tj , sj) 7→ e−βj |tj−sj |, j = 1, . . . , d,
являются ковариациями случайных процессов Орнштейна–Уленбека с па-
раметрами βj . Поэтому случайное поле Ud(t), t ∈ [0, 1]d, называемое в лите-
ратуре тензорным произведением этих процессов, естественно считать их
многопараметрическим аналогом.

Мы решаем задачу аппроксимации Ud(t), t ∈ [0, 1]d, как случайного эле-
мента Ud пространства L2([0, 1]d), в котором 〈 · , · 〉2 обозначает стандартное
скалярное произведение, а ‖ · ‖2 — норму. Приближение осуществляется
конечноранговыми случайными полями:

Ud,n(t) =

n∑
k=1

〈ϕk, Ud〉2 ϕk(t), t ∈ [0, 1]d,

где ϕk являются некоторыми элементами L2([0, 1]d). Мы исследуем величи-
ну сложности аппроксимации:

nUd(ε) := min

{
n ∈ N : inf

Ud,n
E‖Ud − Ud,n‖22 6 ε2E‖Ud‖22

}
, ε ∈ (0, 1),

которая представляет собой наименьший ранг приближающих элементов
Ud,n достаточный для того, чтобы относительная ошибка аппроксимации
не превосходила заданного порога ε (см. [1] и [2]).
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Асимптотики nUd(ε) при ε → 0 с любыми фиксированными d ∈ N и
β1, . . . , βd > 0 хорошо известны (см. [2] и ссылки в ней). Мы фокусируемся
на задачах «высокой параметрической размерности» (см. [3]), в которых
для заданной последовательности основных параметров β1, β2, . . . , βj , . . .
требуется найти асимптотику сложности аппроксимации nUd(ε) при d→∞
и сколь угодно малом фиксированном ε ∈ (0, 1). В докладе для данных за-
дач будут приведены новые результаты для случая βj → 0, j →∞, которые
были получены с помощью специального вероятностного подхода. Мы пока-
жем, что при достаточно широких предположениях на скорость стремления
βj к нулю, для любого ε ∈ (0, 1), имеет место асимптотика

lnnUd(ε) = ad + Φ−1(1− ε2)bd + o(bd), d→∞,

где Φ — функция распределения стандартного нормального закона, а по-
следовательности (ad)d∈N и (bd)d∈N (и их асимптотики) полностью опреде-
ляются через (βj)j∈N.
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Рассмотрим схему серий для бесконечнотипного ветвящегося процесса.
На каждом этапе фиксируется число n – длительность существования вет-
вящегося процесса, а также зависящие от n вероятности pn и qn. Каждая
частица при рождении наследует с вероятностью 1 − pn − qn тип родите-
ля, с вероятностью pn приобретает следующий, более высокий, тип или с
вероятностью qn предыдущий, более низкий. Процесс начинается с одной
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частицы первого типа, которая имеет математическое ожидание числа по-
томков µ1 > 1. Количества потомков частиц каждого типа независимы и
одинаково распределены, но частицы более высокого типа в среднем по-
рождают большее число потомков: µi+1 > µi, i ∈ Z. Всегда считается, что
qn = o(1), n → ∞, исследуется предельное распределение количества ча-
стиц каждого типа в зависимости от порядка малости pn.

Будем называть рассматриваемый процесс ветвящимися процессом с му-
тациями (ВПМ). Более формально его можно описать так: при каждом
целом i, m, k вводится набор случайных величин (X

(i)
m,n,k) – количество по-

томков, которое даст k-я частица i-го типа в m-м поколении. Введем также
набор независимых случайных величин Inmk(i; j), n,m, k, i, j ∈ Z. Величина
Inmk(i; j) – это индикатор события {в ВПМ, рассматриваемом на протяже-
нии n поколений, k-я частица i-го типа в m-м поколении изменила свой тип
на j-й}. Индекс n для упрощения записи будем опускать в записи, но под-
разумевать при этом зависимость от n. По определению рассматриваемого
ВПМ для всех m, n, k имеем:

P (Imk(i; j) = 1) =


pn, j = i+ 1,

qn, j = i− 1,

1− pn − qn, j = i,

0, иначе.

Для каждого i, j, k, m, n разыграем значения случайных величин X(i)
m,n,k и

Inmk(i; j). ВекторX
(j)
m,k∑
l=1

Iml(j; j − 1),

X
(j)
m,k∑
l=1

Iml(j; j),

X
(j)
m,k∑
l=1

Iml(j; j + 1)


задает то, какое количество потомков k-ой частицы в m-ом поколении при-
обрели более низкий тип (деградировали), наследовали родительский или
приобрели более высокий (эволюционировали).

Тогда рассматриваемый ВПМ задается в виде:

Z
(i)
m+1 =

∞∑
j=−∞

Z(j)
m∑
k=1

X
(j)
m,i,k∑
l=1

Iml(j; i),

где Z(i)
m – число частиц с типом i в m-м поколении. При этом Z

(i)
0 = Ii=1, то

есть в первом поколении есть одна частица первого типа. В данной работе
на ВПМ накладывается дополнительное ограничение E

(
X

(1)
1,1 lnX

(1)
1,1

)
<∞.

Необходимость подобного условия обосновывается в замечании 1, везде да-
лее считается, что оно выполнено.

В работе используются формулировки “процесс с генами“ и “вероятность
мутации“. Это связано с физической интерпретацией изучаемого процеcса.
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Можно считать, что изменение типа частицы вызвано некоторой генети-
ческой мутацией, которая влияет на размножение биологического вида. В
частности, удобно интерпретировать частицы более высокого типа, как бо-
лее фертильные. Такая интерпретация естественным образом соотносится
с тем, что следующие типы дают в среднем больше потомков.

Подобного рода модели рассматривались ранее в литературе. В частно-
сти, Marek Kimmel и David E. Axelrod в работе [1] рассматривают общие
свойства бесконечнотипных ветвящихся процессов с геномом. Встречают-
ся статьи (см., например, [2]), в которых исследуются двуполые процессы
подобного вида. Существуют и другие интерпретации схожих процессов, на-
пример, в работе В.А. Ватутина [3] описана модель разрозненных островов,
на которых проживают изолированные популяции. Однако его модель от-
лична от исследуемой, в частности, он рассматривает конечное число типов,
и частицы могут лишь повысить свой тип. В свою очередь, в данном докла-
де рассматривается специфическая задача исследования моментов первого
появления частиц каждого типа и изучения их предельного распределения.

В настоящей работе показано, что при значениях pn ∼ Cµ−n1 при n→∞,
где C – это некоторая константа, за некоторое конечное время до заверше-
ния процесса появляются частицы второго типа, и их количество в этом
случае имеет некоторое невырожденное распределение. Кроме того, выво-
дится явный вид этого распределения.

Перейдем к формулировке основного результата. Введем счетное число
новых ветвящихся процессов {Z̃(k)

n , n ≥ 0}∞k=−∞. Каждый из этих процессов
определим на том же вероятностном пространстве, что и исходный ВПM.
Эти процессы являютя классическими ветвящемимся процессами Гальтона-
Ватсона, для которых распределение количества потомков каждой части-
цы такое же, как у частиц соответствующего типа в исходном ВПМ. Про-
изводящие функции случайных величин Z̃

(k)
n обозначим как ϕ

Z̃
(k)
n

(s). Из
общей теории ветвящихся процессов (см. [4]) известно, что последователь-
ность случайных величин Z̃

(1)
n /µn1 при n → ∞ сходится почти наверное к

некоторой случайной величине, которую мы назовем W (1).

Замечание 1. В силу надкритичности рассматриваемого ВПМ и условия
E
(
X

(1)
1,1,1 lnX

(1)
1,1,1

)
< ∞ можно заключить, что EW (1) = 1. Доказатель-

ство данного факта приведено в §10 первой главы [4]. Таким образом, W (1)

– невырожденная случайная величина.

Теорема 1. Пусть ветвящийся процесс с мутациями {Zm, 0 ≤ m ≤ n}
имеет вероятности мутации pn = Cµ−n1 , где C – некоторая константа,
и qn = o(1), n → ∞. Пусть также E

(
X

(1)
1,1,1 lnX

(1)
1,1,1

)
< ∞. Тогда коли-

чество частиц второго типа к моменту n cтремится по распределению
при n → ∞ к случайной величине c производящей функцией следующего
вида:

E exp

(
W (1)

∞∑
k=0

1

µk1

(
ϕ
Z̃

(2)
k

(s)− 1
))

.
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Пусть на некотором вероятностном пространстве задана случайная ве-
личина X, которая принимает значения 0, 1, . . . , n, где n ∈ N, с вероятно-
стями p0, p1, . . . , pn > 0, соответственно,

∑n
k=0 pk = 1. Пусть f — характе-

ристическая функция X, т.е.

f(t) :=

n∑
k=0

pke
itk, t ∈ R. (1)

Как известно, в невырожденном случае (n > 0 и хотя бы две вероятно-
сти из набора p0, . . . , pn положительны) случайная величина X не является
безгранично делимой. Тем не менее, если f(t) 6= 0 при всех t ∈ [−π, π], то f
допускает представление типа Леви–Хинчина (см. [1]):

f(t) = exp
{
itγ +

∑
k∈Z\{0}

λk(eitk − 1)
}
, t ∈ R, (2)

где γ ∈ Z и λk ∈ R, k ∈ Z \ {0}, причем
∑
k∈Z\{0} |λk| < ∞. Заметим, что

параметр γ и числа λk определяются однозначно по распределению X.
В докладе будет показано, что, на самом деле, любая характеристи-

ческая функция f вида (1) допускает представление типа Леви–Хинчина
(2) при всех t ∈ R, в которых f(t) 6= 0 (обозначим это множество через
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T ). В таком представлении по-прежнему γ ∈ Z и λk ∈ R, однако абсо-
лютная сходимость ряда из λk здесь заменяется на существование предела
limn→∞

∑
0<|k|6n λke

itk при всех t ∈ T . Следует отметить, что в случае
T 6= R параметр γ и коэффициенты λk не определяются однозначно.

Описанные обобщенные формулы Леви–Хинчина вида (2) могут исполь-
зоваться в характеризации (через γ и λk) сходимости по распределению це-
лочисленных случайных величин. Для случая T = R это показано в работе
[1] (см. также [2]). В докладе будут приведены новые результаты, демон-
стрирующие, что это возможно и для случая T 6= R.
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